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Since 2004, our University project has become the Internet's most widespread web hosting directory. Here we
like to talk a lot about web development, networking and server security. It is, after all, our expertise. To
make things better we've launched this science section with the free access to educational resources and
important scientific material translated to different languages.

<— previous index next —

Source: http://home.ubalt.edu/ntsbarsh/opre640a/partxii.htm

Unifikacija sistema linearnih jednacina, Inverza
matrice 1 linearno programiranje

Ovaj sajt proSiruje postojeée jednosmerne veze izmedu reSavanja linearnih sistema jednacina, inverze matrice
i linearnog programiranja. Dodatni linkovi osposobljavaju korisnika da razume celokupnost i mnogobrojnost
ovih tema. On takode pomazu korisniku da modelira i reSi problem oblikovan kao bilo koja od pomenutih
tema, tako Sto im je omogucen pristup reSavacu u kompjuterskom paketu. Ciljevi su teoretska unifikacija, kao
i napredovanje u aplikacijama. Ovde su predstavljeni ilustrovani numericki primeri.

Profesor Husein ArSam

Za pretragu sajta, pokusajte Edit | Find na stranici [Ctr]l + F]. UpiSite re€ ili frazu u prostor za pisanje, npr.
“inverzan” ili “jednacina”, a ako prvo pojavljivanje reci/fraza nije ono Sto ste trazili, pokusSajte Find Next.
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* Nauka uspeha
*Lidersko odlucivanje

*Linearno programiranje (LP) i strategija postizanja ciljeva

* Algoritmi reSenja LP za veStacke varijable
*Celobrojna optimizacija i mreZzni modeli
*Alatke za LP modelarnu validaciju

* Klasic¢an simpleks metod

*Nulta suma sa aplikacijama

*Koncepti i tehnike ucenja preko kompjutera
*1z linearne u nelinearnu optimizaciju sa poslovnim aplikacijama
*]zgradnja podrudja osetljivosti za LP modele
*Predanje o nuli u Cetiri dimenzije
*Probabilisticko modeliranje

* Sistemska simulacija

*Poslovne kljuéne redi i fraze

*Pregled web sajt magazina

* Zbirka JavaScript E-labs objekata uenja
*Izvori nauke o donoSenju odluka

Uvod

Linearno programiranje (LP), linearni sistem jednacina i inverza Matrice Cesto su najomiljenije teme, kako za
instruktore, tako i za uéenike. Sposobnost refavanja ovih problema metodom pivotiranja Gausa Zordana
(GJP), rasprostranjena dostupnost softverskih paketa i njihova Siroka primena ¢ine ove teme pristupacnim ¢ak
1 za uCenike sa relativno slabim matematickim zaledem. Tipic¢ni tekstovi o LP temi obi¢no imaju poseban
odeljak za svaku od tema. Ipak, odnosi izmedu ovih blisko povezanih tema Cesto nisu uopSte predstavljeni ili
nisu detaljno obradeni. Ovaj ¢lanak proSiruje postojece jednosmerne veze izmedovih tema kako bi se izgradio
iscrpan dvosmerni odnos kao na prikazanoj slici. Za svaku temu prikazano je kako bi problem mogao biti
modeliran i reSen putem bilo koje od zdruZenih metodologija.

Systern of Equation
solver

7A\

' Matrix Inverse
Linear Pro qmm .
Solver

Comprehensive links among
Systemn of equations, Matrix inversion, and Linear program
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Dodatne povezanosti koje su ovde predstavljene osposobljavaju korisnika da razume, modelira i reSi problem
oblikovan kao bilo koja od pomenutih tema, ako ima pristup kompjuterskom reSavacu. Ciljevi su teoretska
unifikacija, kao i napredovanje u aplikacijama. Sledecih Sest poglavlja pokazuju povezanosti koje su
ilustrovane malim numerickim primerima. lako su neki od njih dobro poznati, ovde smo ih ukljucili radi
sveobuhvatnosti.

ReSen LP problem uz pomo¢ resavaca za sistem jednacina

Ovaj odeljak je verovatno medu najpoznatijima s obzirom da su mnogi uvodi u Simpleks metod linearnog
programiranja (LP) razvijeni uz pomo¢ sistema pristupa linearnih jednacina.

Koordinate najviSih tacaka su osnovno izvodljivo reSenje za sisteme jednacina dobijenih postavljanjem nekih
ograni¢enja na obavezujuce pozicije (tj. jednakost). Za ogradenu izvodljivu oblast broj najvisih tacaka je
kombinatorni Cpk gde je p broj ogranicenja, a q broj promenljivih. Stoga, uzimajuci bilo koje q jednacine i
reSavajuci ih simultano, dobija se osnovno reSenje (ako postoji). Umetanjem ovog osnovnog reSenja u
ograni¢enja drugih jendacina, moZe se proveriti izvodljivost osnovnog reSenja. Ako je izvodljivo, onda je to
reSenje osnovno izvodljivo reSenje koje daje koordinate tacke preseka izvodljive oblasti.

Svako reSenje bilo kog sistema jednacina naziva se Osnovno reSenje (BS - Basic Solutions). Osnovna reSenja
koja su izvodljiva nazivaju se Osnovna izvodljiva reSenja (BFS - Basic Feasible Solutions). NajviSe tacke
grupe S jesu BFS.

Pretpostavimo da imamo sledeci LP problem sa svim promenljivima neograni¢enima u znaku:
Max X1 + X2

Sto podleZze:
X1 X23 10+
X1£8
X2£12

Za ilustraciju postupka stavite sva ograni¢enja na njihove obavezujuce pozicije (tj. jednakosti). Rezultat je
slede¢a grupa od 3 jednacine sa 2 nepoznate:

X1+X2=10
X1=8
X2=12

Ovde imamo da je p = 3 jednacine q = 2 nepoznate. U smislu “binomnog koeficijenta” postoje najviSe C32 =
3! /[2! (3-2)] = 3 osnovna reSenja. ReSavajuci tri rezultantna sistema jednacina dobijamo:

X1 X2 X1 +X2
8 2 10
8 12 20%
-2 12 10
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Optimalno reSenje je X1 =8, X2 = 12, sa optimalnom vrednoSc¢u 20.

Za detalje i viSe numerickih primera posetite sajt Algoritmi reSenja za LP modele.

Sistem reSenja jednacina uz pomo¢ LP reSavaca

Pretpostavimo da imamo sistem jednacina koje bismo Zeleli da reSimo i da imamo LP reSavag, ali ne i
dostupan reSavac za sistem jednacina. Da biste ove jednacine reSili kao LP problem, dodajte fiktivnu funkciju
svrhe, dok generalno pretpostavljamo da su varijable neograni¢ene u svom znaku. Ovo zamenjuje Xi =yi - z,
svuda. Ova zamena se mora izvesti, s obzirom da mnogi LP paketi kao $to su LINDO i QSB uzimaju
promenljive kao ne-negativne.

Na primer, da bi se reSio sledeci sistem jednacina

2X1+X2=3
X1-X2=3

Prebaciti u LP problem:

Max (ili min) fiktivno, npr. Max (ili min) z,
Sto podleze:: 2yl +y2-3z2=3,iyl -y2=3

Koriste¢i bilo koji LP reSavac kao §to je LINDO, nalazimo da je optimalno reSenje: yl =3,y2=0,z = 1.
Dakle, reSenje prvobitnog sistema jednacina je: X1 =3-1=2,X2=0-1=-1.

Resavanje za inverze Matrice Kkoriste¢i LP reSavac

Da bismo pronasli inverzu za matricu AnXn, reSavamo serije n LP problema kako bismo pronasli inverzu
kolonu po kolonu. Na primer, da bismo nasli prvu kolonu inverze matrice, reSiti:

Max fiktivno
Sto podleze: AX - z [SA1j, SA2j, ... ,Sanj] T=(1,0,0, ..... 0T

Prva kolona A-1 jetada (X1 *-*z, X2 *-3 .. * Xn*-*z)T

Pretpostavimo da Zelimo da pronademo inverzu sledeée matrice (ako postoji):

Da biste pronasli prvu kolonu A-1 upotrebite LP reSavac da reSite

Max fiktivno

http://science.webhostinggeeks.com/unifikacija-sistema Page 4 of 12


http://home.ubalt.edu/ntsbarsh/Business-stat/opre/PartII.htm

webhostinggeeks.com 9/11/12 10:44 AM
Sto podleze:: 2X1 +X2-3z=1,i X1 -X2=0

Optimalno reSenje je X1 =1/3,X2 =1/3,u3 =0. Dakle, prva kolona A-1 je [1/3-0,1/3-0] T =[1/3,1/3] T.
Da biste izracunali drugu kolonu reSite

Max fiktivno
Sto podleze: 2X1 + X2 -3z2=0,1 X1 - X2 =1

Optimalno reSenje je X1 =1, X2 =0u z =2/3. Dakle, druga kolona A-1 je [1 - 2/3,0-2/3] T=[1/3,-2/ 3]
T. Dakle, inverza matrice je:

173 1/3
A=
173 -2/3

Napomena: Matrica koja poseduje inverzu zove se nesingularna ili invertibilna. Matrica se naziva
singularnom ukoliko nema inverzu. Na primer, sledeca matrica je singularna:

1 6 4
2 4 -1
-1 25

Dakle, u primenjivanju gore navedenog postupka za inverzu matrice, ako je matrica singularna, tada ne
postoji optimalno reSenje.

Resavanje LP problema uz pomoc¢ resavaca inverze matrice

Da bismo resili LP problem, pronalazimo da je inverza svake osnovne matrice sa odgovaraju¢im brojem
neiskoriS¢enih/suvi$nih promenljivih jednak nuli. Tada je X = B - 1 b, i sada koristimo objektivnu funkciju.
Pretpostavimo da Zelimo da reSimo sledeci LP problem koristeci reSavac inverze.

Max X1 + X2

Sto podleZe:
X1+ X2310
X1£8
X2£12

Prvi korak predstavlja konverzija svih ogranicenja nejednakosti uvodenjem neiskoriS¢enih/suviSnih
promenljivih (ograni¢enja jednakosti, ukoliko ih ima, ostaju nepromenjena), imamo:

X1+X2-S1=10

X1+S2=8
X2+8S3=12
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Zatim, pronalaZenjem inverze sledece tri matrice, dobijamo osnovno resSenje:

Sz = S3: 0
1 1 -1
B=1 0 0
0 1 0
Njena inverza je:
0O 10
B!1=0 0 1
-11 1
Stoga:
X 8
B-
Xy = =12
Lb
Sy 10
S;=85;=0
1 1 0
B=1 01
0 1 0
Inverza je:
1 0 -1
=0 01
-1 11
Stoga:
X -2
B-
Xy = =12
Lb
S 10
S] = S2 = 0
1 1 0
B=1 00
0 1 1
Inverza je:
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1 1 O
S=1 10
-1 1
Stoga:
X, 8
X =Blp =12
S5 10

Procenom objektivne funkcije za izvodljivo osnovno reSenje dobijamo optimalno reSenje koje je (X1 =8, X2
= 12), sa optimalnom vrednos¢u = 20.

Resavanje sistema jednacina Kkoristeéi reSavac za inverzu matrice

Radi kompletnosti, ukljucujemo dobro poznati pristup inverze matrice kako bismo resili sistem jednacina. Za
reSavanje sledeéeg sistema jednacina

2X1+X2=3
X1-X2=3

koji moZe biti napisan i kao jednacina matrice AX = b, tada je X =A-1.b, ako inverza postoji.

2 1
A=
I -1
Njena inverza je:
1/3 1/3
A-l —
1/3 -2/3
Stoga:
X1 2
= A‘lb =
X 5 -1

Stoga: X1 =2,1 X2 =-1 je jedinstveno reSenje.
PronalaZenje inverze matrice koristei reSavac za sistem jednacina

Da biste pronasli inverzu kvadratne matrice veliine n, reSite n sistem jednacina sa jedini¢nim vektorom kao
njihovom desnom stranom. Slede¢i predlozi opravdavaju ovu postavku:
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Predlog 2: S obzirom da AnXn matrica ima inverzu, tada je jth kolona inverze, obeleZena sa A-1.j
jedinstveno reSenje za AX =1j, gde je 1j jedini¢ni vektor, gde je “1” element postavljen u jth redu, j=1,2...n.

Pretpostavimo da Zelimo da nademo inverzu za slede¢u matricu (ako postoji):

Da bi se pronasla prva kolona A-1 resiti:

2X1+X1=1
X1-X2=0

Ovo daje X1 = 1/3, X2 = 1/3. Da bi se prona$la druga kolona A-1 reSiti:

2X1+X1=0
X1-X2=1

Ovo daje X1 =1/3, X2 =-2/3. Dakle, A-1 je

1/3 1/3

1/3 -2/3

Napomena: Matrica koja poseduje inverzu zove se nesingularna ili invertibilna. Matrica se naziva
singularnom ukoliko nema inverzu. Na primer, sledea matrica je singularna:

1 6 4
2 4 -1
-1 25

Dakle, u primenjivanju gore navedenog postupka za inverziju matrice, ako je matrica singularna, tada ne
postoji optimalno reSenje.

Inverza matrice: Pristup rac¢unske algebre

Standardni metod za izratunavanje A-1 za r x n matricu A je kori$éenje Gaus-Zordanovog reda operacija
kako bi se uprostila n x 2n proSirena matrica A [A | I] u [I 1 C], dok je A-1=C.

Umesto toga mi predlazemo upro$¢€avanje [n sa (n + 1)] proSirene matrice [A | R], gde je R [n sa 1] vektor

kolone sa neodredenom promenljivom r. Simboli¢no G-J uporS¢avanje [A | R] u [I | D ] donosi A-1 kao
matricu koeficijenata ri u D.
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Pokazano je da ovaj pristup donosi suStinske uStede i prostora i ratunskog vremena u odnosu na pristupe

koriSéene u postoje¢em sistemu racunske algebre. Analize racunske kompleksnosti zahtevanog broja

operacija pokazuje da, za veliko n, predloZene metode Stede oko 25% u odnosu na konvencionalne metode

[ArSam 1993]. Ovo uproSc¢avanje se dobija otpocinjanjem svakog reda R samo jednim (simboli¢nim)

terminom, umesto n (numerickih) termina u svakom redu I. Jasno, ovaj pristup ima pedagoSku prednost.
Jedna prednost je da je, simultano, genericki linearni sistem sa koeficijentom matrice A reSen, i da je A-1

pronadeno, kao Sto je gore opisano.

Pretpostavimo da Zelimo da nademo inverzu sledece matrice (ako postoji):

Stoga, inverza matrice je:

2 1
A=
1 -1
2 1 Iy
1 -1 1
112 /2

0-32 -1;/2+1,

10 11/3+1,/3

01 r/3-2rp/3

1/3 1/3

173 -2/3

Napomena: Matrica koja poseduje inverzu zove se nesingularna ili invertibilna. Matrica se naziva
singularnom ukoliko nema inverzu. Na primer, sledeca matrica je singularna:

1 6 4
2 4 -1
-1 25

Dakle, u primenjivanju gore navedenog postupka za inverziju matrice, ako je matrica singularna, tada ¢e bar
jedan red imati sve nula elemente tokom G-Z operacija.
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Objekat ucenja: interaktivni online resavaci

Ucenje preko kompjutera: Preporucujem sledece sajtove za interaktivne online reSavace za razumevanje
koncepata izloZenih na ovom sajtu, i to izvodenjem pojedinih numerickih eksperimenata:

Sistem jednacina i inverza matrice
Linearna optimizacija

Zaokruzivanje greSaka i analiza stabilnosti

ZaokruZivanje greSaka se dogada usled ograni¢enog hardvera svakog kompjuterskog paketa. Stoga, potrebno
je povesti brigu o analizi stabilnosti reSenja u odnosu na parameptre inputa. U nastavku slede tri numeric¢ka
primera za Linearno programiranje, inverzu matrice i reSavanje sistema linearnih jednacina, odnosno:

Linearno programiranje: Pogledajte sledeci problem:

Max 6X1 + 4X2

Sto podleZze:

3.01X1 +2X2£24

X1 +2X2 £ 16 sve promenljive odlucivanja 3 0.

Optimalno resSenje je (X1 =3,9801, X2 = 6.0100). Ipak, optimalno reSenje za isti problem, samo sa malim
promenama u ograni¢avajué¢em koeficijentu matrice, moZe dati potpuno drugacije optimalno reSenje. Na
primer, ako promenimo 3,01 u 2,99, tada je optimalno reSenje (X1 = 8,0268, X2 =0). To jest, uproS¢avanjem
jednog tehnoloSkog elementa-matrice za 0.66%, reSenje se drasticno menja! Stoga je optimalno reSenje
nestabilno, uzimajuéi u obzir ovaj parametar inputa.

Inverza matrice: Pogledajte sledecu matricu:

1.9998 0.9999
A=
5.9994 3.0009
Ova matrica ima pravilnu inverzu, ipak, zaokruZivanjem elemenata matrice A,

ona postaje singularna matrica, tj. nema inverzu.
ReSavanje sistema jednacina: Pogledajte sledeci sistem jednacina:

204X1 +2.49X2 =045
249X1 +3.04X2=0,55
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koja ima jedinstveno reSenje (X1 =-1, X2 = 1). Ipak, zaokruZivanjem koeficijenta matrice u:

20X1+2.5X2=045
2.5X1+3.0X2=0,55

reSenje postaje (X1 =0,1,X2 =0,1), iznenadujuca promena.

Zaklju¢no razmatranje

9/11/12 10:44 AM

Ovaj sajt proSiruje diskusiju o medusobnim odnosima izmedu linearnog sistema jednacina, inverze matrice i
linearnog programiranja, tako da se svaki moze modelovati i resiti bilo kojom od druge dve metodologije.

Iako su neki od ovih linkova dobro poznati, ovaj sajt upotpunjuje linkovima koji nedostaju.

Published (Last edited): 10-09-2012 , source: http://home.ubalt.edu/ntsbarsh/opre640a/partxii.htm
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